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1. 차수가 3 이하인 모든 실계수 다항식으로 이루어진 실벡터공간을 V 라 하고 선형사상 T : V → V 를 다음과
같이 정의한다.

T (P (x)) = x4P (x)를 (x− 1)2(x+ 1)2으로 나눈 나머지

이 때, T 의 특성다항식을 구하여라.

(풀이) 다음과 같이 f1, f2, f3, f4를 정의하자.

f1 = (x− 1)3, f2 = (x− 1)2(x+ 1), f3 = (x− 1)(x+ 1)2, f4 = (x+ 1)3.

실수 λ1, λ2, λ3, λ4에 대해서
λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 + λ4f4 = 0

이라 하자. 위 식에 x = 1과 x = −1을 대입하면 λ1 = λ4 = 0임을 알 수 있다. 이제 이 식을 (x− 1)(x+ 1)
로 나눈 후에 다시 x = 1과 x = −1을 대입하면 λ2 = λ2 = 0임을 알 수 있다. 따라서 {f1, f2, f3, f4}는
일차독립이다. 한편, 벡터공간 V는 4차원이므로 {f1, f2, f3, f4}은 V의 기저이다.

다항식 x4f1(x)는 다항식 g1(x)가 존재하여 다음과 같이 쓸 수 있다.

x4f1(x) = (x− 1)2(x+ 1)2g1(x) + af1(x) + bf2(x) + cf3(x) + df4(x).

양변에 x = 1을 대입하면 d = 0을 얻는다. 양변을 (x − 1)로 나눈 후에 x = 1을 대입하면 c = 0을 얻는다.
양변을 (x − 1)2로 나눈 식에 x = −1을 대입하면 a = 1을 얻을 수 있고, 이 식의 양변을 미분한 후에
x = −1을 대입하면 b = 8임을 알 수 있다. 같은 방법으로, x4f4(x)를 (x − 1)2(x + 1)2으로 나눈 나머지가
8f3(x) + f4(x)임을 보일 수 있다. 즉,

T (f1) = f1(x) + 8f2(x) 이고 T (f4) = 8f3(x) + f4(x)

이다.이제 x4f2(x) = (x−1)2(x+1)2g2(x)+af1(x)+bf2(x)+cf3(x)+df4(x)라고놓고 a, b, c, d를구해보면,
a = c = d = 0이고 b = 1을 얻게 된다. 같은 방법으로 x4f3(x)를 (x− 1)2(x+ 1)2으로 나눈 나머지가 f3(x)
임을 알 수 있다. 즉,

T (f2) = f2(x) 이고 T (f3) = f3(x)

이다. 따라서 선형사상 T를 기저 {f2, f1, f3, f4}에 대해서 행렬로 나타내면

T =


1 8 0 0
0 1 0 0
0 0 1 8
0 0 0 1


이므로 T의 특성다항식은 (t− 1)4이다.

2. 다음 미분방정식의 해 u(t)를 구하여라.{
u′(t) = −u(t) + u(t)2et (t > 0),

u(0) = −1

(풀이) 주어진 미분방정식 u′ + u = u2et의 양변에 et를 곱하면 [etu(t)]′ = [etu(t)]2을 얻는다. 한편, v(t) =
etu(t)로 두면 v′ = v2이고

∫
dv
v2 =

∫
dt이므로 −v−1 = t+ C이다. 한편, v(0) = −1이므로 v(t) = −1

t+1이다.
따라서 구하고자 하는 미분방정식의 해는

u(t) =
−e−t

t+ 1

이다.



3. 양의정수 n에대하여 n×n 실행렬 A가 An+1 = O을만족하면 An = O임을보여라. (단, O는영행렬이다.)

(풀이) 임의의 n차원 실벡터 v에 대하여 집합 {v,Av,A2v, . . . , Anv}를 생각하자. 이 집합에는 n+ 1개의 n
차원 벡터가 포함되어 있으므로 선형독립일 수 없다. 따라서, Anv = 0이거나 어떤 0 ≤ k < n에 대하여 다음
관계식을 만족시키는 실수 c1, c2, . . .가 존재한다.

Akv = c1A
k+1v + c2A

k+2v + · · ·+ cn−kA
nv.

양변의 왼쪽에 An−k를 곱하면, 우변의 모든 항은 An+1을 포함하게 되어 영벡터가 된다. 따라서 Anv = 0
임을 알 수 있다. 임의의 n차원 실벡터 v에 대하여 Anv = 0이므로 An = O이다.

4. 계수가 유리수인 다항식 f(x, y)는 임의의 정수 m,n에 대하여 f(m,n)이 정수이다. 이 때, 다항식 f(x, y)
는 적당한 정수 cij에 대하여 다음과 같이 표현됨을 보여라.

f(x, y) =
∑
i,j≥0

cij

(
x

i

)(
y

j

)
(
단,

(
x

i

)
=
x(x− 1) · · · (x− i+ 1)

i!
이고

(
x

0

)
= 1이다.

)

(풀이) (경우 1)변수의개수가하나인경우를생각하자.즉 x에대한다항식 f(x)가임의의정수 m에대하여
f(m)이 정수라고 가정하자. 먼저, {

(
x
a

)
| a ≥ 0 }은 x에 대한 임의의 다항식을 생성하므로

f(x) = a0 + a1x+ a2

(
x

2

)
+ · · ·+ an

(
x

n

)
으로 쓸 수 있다(n은 f의 차수). 이 때,

f(0) = a0, f(1) = a0 + a1, f(2) = a0 + 2a1 + a2, · · · f(n) = a0 + · · ·+ an (1)

이므로 a0, . . . , an은 정수이다.

(경우 2) 변수가 두 개인 경우를 생각하자. 다항식 f(x, y)를 y에 대하여 전개하면

f(x, y) =
∑
j≥0

gj(x)

(
y

j

)
(2)

로 쓸 수 있다. 여기서 gj(x)는 변수 x에 대한 유리계수 다항식이다. (식 (1) 참조.)

임의의 정수 m을 고정하면, h(y) = f(m, y)는 임의의 정수 n에 대하여 h(n)이 정수가 되고 (경우 1)에 의
하여 계수 gj(m)은 항상 정수가 된다. 한편 정수 m은 임의의 정수이므로 다시 (경우 1)의 결과를 적용하면
적당한 정수 cij (i ≥ 0)에 대하여

gj(x) =
∑
i≥0

cji

(
x

i

)
(3)

의 꼴로 쓸 수 있다. 그러므로 식 (2) 와 (3)에 의하여

f(x, y) =
∑
i,j≥0

ci,j

(
x

i

)(
y

j

)
이 성립한다.

5. 행렬 A =

2 2 3
0 3 3
4 4 4

 에 대하여 실행렬 B가 AB = BA를 만족하면 적당한 실수 a, b, c에 대하여

B = aA2 + bA+ cI



가 성립함을 보여라.

(풀이) 행렬 A의 특성다항식 det(tI − A)를 계산하면 (t + 1)(t2 − 10t + 12)이므로 A의 고유치들은 모두
다르다. 또한 행렬 A와 B는 AB = BA를 만족하므로 동시에 대각화가 가능하다. 즉, 역행렬을 갖는 3 × 3
행렬 S가 존재하여

D1 = S−1AS 그리고 D2 = S−1BS

가모두대각행렬이되게할수있다.역으로어떠한대각행렬 D에대해서도 B = SDS−1라두면 AB = BA
를 만족한다. 결론적으로

{B : AB = BA} = {SDS−1 : D는 대각행렬}

이 성립하게 되므로 {B : AB = BA}는 3차원 벡터 공간임을 알 수 있다. 그런데 {B : AB = BA}는 이미 3
차원 벡터 공간인 {aA2 + bA+ cI : a, b, c는 실수}를 포함하고 있으므로

{B : AB = BA} = {aA2 + bA+ cI : a, b, c는 실수}

가 성립한다. 그러므로 AB = BA를 만족하는 B는 aA2 + bA+ cI로 표현할 수 있다.

6. 양의 정수 n (n ≥ 3)에 대하여 n× n 실행렬 A = (aij)가 다음 조건을 만족하면 A는 가역행렬임을 보여라.

(i) 모든 i, j에 대하여 aij > 0이다.

(ii) 모든 i에 대하여 2aii =

n∑
j=1

aij이다.

(풀이) 행렬 A의 열벡터들이 일차 독립임을 보이면 된다. Ax = 0인 벡터 x = (xi) 6= 0가 존재한다고 하자.
일반성을 잃지 않고 xi는 실수라고 가정할 수 있다. 이제 0 6= |xk| = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}이라 가정하자.
그러면

akk = |akk| =

∣∣∣∣−x1xk ak1 − x2
xk
ak2 − · · · −

xn
xk
akn

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣x1xk

∣∣∣∣ ak1 + ∣∣∣∣x2xk
∣∣∣∣ ak2 + · · ·+ ∣∣∣∣xnxk

∣∣∣∣ akn
≤ ak1 + ak2 + · · ·+ akn = akk.

등호가 성립하기 위해서는 −xk = x1 = x2 = · · · = xn이 성립한다. 한편 정수 j 6= k에 대하여, 2ajk =
n∑
i=1

aji = 2ajj가 성립하므로
∑
i6=j,k

aji = 0이 성립한다. 가정에 의하여 n ≥ 3이므로 이는 모순이다.

7. 수열 {an}은 모든 항이 양수인 감소하는 수열이고, 0 < θ <
π

2
이다. 다음이 성립함을 보여라.∣∣∣∣∣

2017∑
n=1

an cosnθ

∣∣∣∣∣ ≤ πa1
θ

(풀이) 임의의 양의 정수 N에 대하여

N∑
n=1

cosnθ =

N∑
n=1

sin(n+ 1)θ − sin(n− 1)θ

2 sin θ
=

sin(N + 1)θ + sinNθ − sin θ

2 sin θ

=
sin(Nθ/2) cos((N + 1)θ/2)

sin(θ/2)

이므로 ∣∣∣∣∣
N∑
n=1

cosnθ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin(θ/2)
≤ π

θ



임을 알 수 있다. 따라서∣∣∣∣∣
N∑
n=1

an cosnθ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
N−1∑
n=1

(an − an+1)

n∑
j=1

cos jθ

+ aN

N∑
j=1

cos jθ

∣∣∣∣∣∣
≤
N−1∑
n=1

(an − an+1)

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

cos jθ

∣∣∣∣∣∣+ aN

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

cos jθ

∣∣∣∣∣∣
≤
N−1∑
n=1

(an − an+1)
π

θ
+ aN

π

θ
=
πa1
θ

이 성립한다.

8. 다음 극한값을 구하여라.

lim
n→∞

n

∫ π
2

0

(1− sinx)n dx

(풀이) 먼저, fn(x) = (1 − sinx)n이라 정의하자. 구간 (0, π2 )에서 sinx > x
2임은 쉽게 보일 수 있으며,

따라서 fn(n
− 3

4 ) = (1 − sin(n−
3
4 ))n < (1 − 1

2n
− 3

4 )n이 성립한다. 여기서, limn→∞(1 − 1
2n
− 3

4 )n
3
4 = e−

1
2

이므로, 충분히 큰 n에 대하여 fn(n
− 3

4 ) < e−
1
2n

1
4 < n−3이 성립함을 알 수 있다. 한편, fn(x)는 (0, π/2)에서

감소함수이므로, 충분히 큰 n에 대하여 다음의 부등식을 얻는다.∫ π
2

n− 3
4

(1− sinx)n dx <
2

n3
.

같은 방법으로, 다음의 부등식을 얻는 것이 가능하다.∫ 1

n− 3
4

(1− x)n dx < 2

n3
.

이제, x ∈ (0, n−
3
4 )에 대하여 sinx의 테일러 정리를 적용하면 충분히 큰 n에 대하여 0 < x − sinx < n−

9
4

이며, 따라서 다음의 부등식이 성립한다.(
1− x

1− sinx

)n
=

(
1− x− sinx

1− sinx

)n
≥ 1− n

(
x− sinx

1− sinx

)
≥ 1− n− 5

4 .

이를 통해 (1− sinx)n과 (1− x)n의 차이에 관한 다음 식을 얻는다.

0 ≤ (1− sinx)n − (1− x)n = (1− x)n
(
−1 +

(
1− sinx

1− x

)n)
≤ −1 + 1

1− n− 5
4

≤ 2n−
5
4 .

위에서 얻은 식들을 종합하면, 다음의 관계를 얻게 된다.

lim
n→∞

n

∫ π
2

0

(1− sinx)n dx− lim
n→∞

n

∫ 1

0

(1− x)n dx

= lim
n→∞

n

∫ n− 3
4

0

(1− sinx)n dx+

∫ π
2

n− 3
4

(1− sinx)n dx−
∫ n− 3

4

0

(1− x)n dx−
∫ 1

n− 3
4

(1− x)n dx


= lim
n→∞

n

∫ n− 3
4

0

((1− sinx)n − (1− x)n) dx = 0.

한편,
∫ 1

0
(1− x)n dx = 1

n+1이므로, 구하는 극한값은 limn→∞
n
n+1 = 1임을 알 수 있다.



(별해) 구간 (0, π2 )에서 0 ≤ cosx ≤ 1이며, sinx+cosx =
√
2 sin(x+ π

4 ) ≥ 1이므로, 다음의 관계를 얻는다.∫ π
2

0

cosx(1− sinx)n dx ≤
∫ π

2

0

(1− sinx)n dx

∫ π
2

0

cosx(1− sinx)n−1 dx

치환적분을 통해 부등식의 양변을 적분하면, 다음의 부등식을 쉽게 얻을 수 있다.

n

n+ 1
= n

∫ π
2

0

cosx(1− sinx)n dx ≤ n
∫ π

2

0

(1− sinx)n

≤ n
∫ π

2

0

cosx(1− sinx)n−1 dx = 1

양변에 n→∞인 극한을 취한 뒤 샌드위치 정리를 사용하면 구하는 극한값이 1임을 알 수 있다.


