
제 36회 전국 대학생 수학경시대회 (제 1 분야 풀이)

1. 벡터 u =
(
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)
∈ R3에 대하여

v0 = (1, 2, 3), vn = u× vn−1 (, n은 양의 정수)

로 정의할 때, 급수

∞∑
n=1

(3, 2, 1) · v2n 의 값을 구하여라.

(풀이) 벡터 v0을 u에 나란한 성분과 수직인 성분으로 분해하면, v0 = (2, 2, 2) + (−1, 0, 1)이 된다. 또한

v1 = u× (−1, 0, 1) =
1

3
(1,−2, 1)이고, |u| = 1√

3
이므로 u를 두 번 외적하는 것은 180◦ 회전하면서 크기를

1

3
배 하는 것과 같다. 따라서,

v2n−1 =

(
−1

3

)n+1

(1,−2, 1), v2n =

(
−1

3

)n
(−1, 0, 1) 이고,

(3, 2, 1) · v2n−1 = 0, (3, 2, 1) · v2n = (−2)

(
−1

3

)n
이다.

그러므로 구하고자 하는 값은
∞∑
n=1

(3, 2, 1) · v2n =
2
3(

1− (−13 )
) =

1

2

이다.

2. 양의 정수 n에 대하여 n × n 실행렬 A는 tr(A) = 2018을 만족한다. 이때, rank(A) = 1이면 A2 = 2018A

임을 보여라.

(풀이) 가정에 의하여, 벡터 u,v ∈ Rn이 존재하여 A = utv로 쓸 수 있다. 그러면 vut = tr(A)이고

A2 = utvutv = (vut)utv = tr(A)A = 2018A

를 만족한다.

3. 좌표평면 R2 상의 영역 S에 대하여 다음 적분이 잘 정의된다고 하자.

Φ(S) =

∫∫
S

(
1− 5x2 + 4xy − 5y2

)
dx dy

이때, Φ(S)가 취할 수 있는 값의 최댓값을 구하여라.



(풀이) 행렬 A =

(
5 −2

−2 5

)
라 정의하면, A는 대칭행렬이고 고유치가 3, 7이므로

P−1AP =

(
3 0

0 7

)

을 만족하는 직교행렬 P가 존재한다. 이제 P (S′) = S를 만족하는 좌표평면 상의 영역 S′에 대하여

Φ(S) =

∫∫
S′

(1− 3x2 − 7y2)dxdy

가 된다. 따라서 S′ = {(x, y) : 3x2 + 7y2 ≤ 1}일 때, 위 적분값은 최대가 되고 그 때의 적분값은

Φ(S) =
1√
21

∫∫
X2+Y 2≤1

(1−X2 − Y 2)dXdY =
1√
21

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1− r2)drdθ =
π

2
√

21

이 된다.

4. 정수 1, 2, . . . , n을 재배열하여 얻어지는 임의의 두 순열 (α1, . . . , αn)과 (β1, . . . , βn)에 대하여 n × n 행렬
A = (aij)는 aij = (1 +αiβj)

n−1로 정의된다. 행렬식 det(A)가 취할 수 있는 값을 모두 구하여라. (, n ≥ 2.)

(풀이) 실수 s1, s2, . . . , sn에 대하여, Vandermonde 행렬을

V (s1, s2, . . . , sn) =


1 · · · 1

s1 · · · sn

· · ·
sn−11 · · · sn−1n


이라 두면,

A = A(α, β) =


1

(
n− 1

1

)
α1 · · ·

(
n− 1

n− 1

)
αn−11

· · ·

1

(
n− 1

1

)
αn · · ·

(
n− 1

n− 1

)
αn−1n


V (β1, β2, . . . , βn)

이 성립함을 확인할 수 있다. 따라서

A(α, β) =

(
n− 1

1

)
. . .

(
n− 1

n− 1

)
det(V (α1, . . . , αn)) · det(V (β1, . . . , βn))

이 성립한다. Vandermonde 행렬의 행렬식 det(V (α1, . . . , αn))은 αi의 순서가 바뀌어도 부호만 차이나므로

A(α, β) = ± (n− 1)!n

(0!1! . . . (n− 1)!)2
(0!1! . . . (n− 1)!)2 = ±(n− 1)!n

이 성립한다. 따라서 det(A) = (n− 1)!n이거나 det(A) = −(n− 1)!n이다. 두 값 모두 가능함은 자명하다.



5. 크기가 2018× 2018인 실대칭행렬 A = (aij)의 각 성분 aij가 |aij − 2018| ≤ 1을 만족한다. 행렬 A의 고유치

중 가장 큰 것을 λ(A)라 할 때, λ(A)가 취할 수 있는 값의 최댓값과 최솟값을 구하여라.

(풀이) 벡터 x = 1√
2018

(1, 1, . . . , 1)t ∈ R2018이라 하면, ‖x‖ = 1이며

〈Ax,x〉 =
1

2018

2018∑
i,j=1

Aij ≥
1

2018
2017 · 20182 = 2017 · 2018

이다. 따라서, λ(A) ≥ 〈Ax,x〉 ≥ 2018 · 2017임을 알 수 있다.

가장 큰 고유치에 대응되는 고유벡터를 v = (v1, v2, . . . , v2018)t라 하고, |v1|, |v2|, . . . , |v2018| 중 최대인 것을
|vi|라 하자. 그러면,

|λ(A)vi| =

∣∣∣∣∣∣
2018∑
j=1

Aijvj

∣∣∣∣∣∣ ≤
2018∑
j=1

Aij |vj | ≤ 2018 · 2019|vi|

이다. 따라서, λ(A) ≤ 2018 · 2019임을 알 수 있다.

이제, λ(A)가 가질 수 있는 값의 범위가 [2018 · 2017, 2018 · 2019]임을 보이기 위하여, 구간 [2017, 2019]에

포함되어 있는 임의의 실수 a에 대하여, 가장 큰 고유치가 2018 · a인 행렬을 만들고자 한다. 먼저, Aij = a

로 정의되는 행렬을 생각하면, rank(A) = 1임을 쉽게 알 수 있다. 또한, 벡터 (1, 1, . . . , 1)t ∈ R2018은 A의

고유벡터이며 대응되는 고유치가 2018 · a임을 쉽게 확인할 수 있다. 따라서, A의 가장 큰 고유치는 2018 · a
이고 λ(A)가 가질 수 있는 값의 범위는 [2018 · 2017, 2018 · 2019]임이 증명된다.

6. 연속함수 f : [0, 1]→ R은 열린 구간 (0, 1)에서 미분가능하고, f(0) = 1, f(1) = 0이다. 이때,

|f ′(x0)| ≥ 2018 f(x0)2018

을 만족하는 1보다 작은 양의 실수 x0가 존재함을 보여라.

(풀이) 만약, 어떤 y ∈ (0, 1)에 대하여 f(y) = 0를 만족하면 x0 = y로 택할 수 있으므로, 이 경우의 조건을

만족하는 x0 의 존재성은 자명하다. 따라서 그러한 실수 y가 없다고 가정하자.

이 경우, 중간값 정리에 의하여 모든 y ∈ [0, 1)에 대하여 f(y) > 0가 성립한다. 이제 함수 g : (0, 1)→ R를

g(x) =
1

f(x)2017

로정의하자.또한M은충분히큰양의실수라하자.가정에의하여 limx→1 g(x) =∞이므로,중간값정리에

의하여 g(a) = M를 만족하는 실수 a ∈ (0, 1)을 찾을 수 있고, 이때 평균값 정리에 의하여

g′(x0) =
g(a)− g(0)

a
>
M − 1

1

을 만족하는 실수 x0 ∈ (0, a)가 존재한다. 이때, g′ = −2017
f ′

f2018
이므로 위의 부등식으로 부터

f ′(x0) < −M − 1

2017
f(x0)2018



가 성립한다. 따라서,

|f ′(x0)| ≥ M − 1

2017
f(x0)2018

이 성립한다. 위 부등식에서 M = 1 + 2017 · 2018로 두면 x0는 문제의 조건을 만족한다.

7. 크기가 3 × 3인 실행렬 A는 임의의 벡터 v ∈ R3 − {0}에 대하여 vtAv > 0을 만족한다. (단, 행렬 A는

대칭행렬이 아닐 수도 있다.)

(1) det(A) > 0임을 보여라.

(2) 대각행렬 D = diag(−1, 1, 1)에 대하여 행렬 AD의 음수인 고유치는 정확히 한 개임을 보여라.

(풀이) (1) 먼저 실행렬 Q가 0 또는 음수인 고윳값이 없으면 detQ > 0임을 확인해 보자. 그러한 경우, 만약

Q가실수가아닌복소수고윳값 z를가진다고가정하자.이는, Q의특성다항식 P (x)에대해 z는 P (z) = 0의

근이 됨을 의미한다. P (x)는 실계수 다항식이므로, z의 켤레복소수 z에 대하여 P (z) = 0이 역시 성립하고 z

또한 Q의 고윳값이 된다. 이때, zz = |z|2 > 0 이고, 나머지 하나의 고윳값은 반드시 양의 실수여야 하므로

Q의 고윳값의 곱인 Q의 행렬식 detQ는 양수임을 알 수 있다.

이제 본 문제를 해결하기 위해 행렬 A가 양이 아닌 고윳값 −λ를 가진다고 가정해보자. 이때, v를 −λ에
해당하는 고유벡터라고 하면

0 < v†Av = v†(−λv) = −λ|v|2

이 성립한다. 이는 문제의 가정에 모순이므로, A는 양이 아닌 고윳값을 가지지 않음을 알 수 있다. 따라서,

앞서 살펴본 바와 같이, detA > 0이 성립한다.

(2) 앞서 (1)의 결과에 의해 det(AD) = − detA < 0이고, 이로부터 음수인 고윳값의 개수는 1개 또는 3

개임을 확인할 수 있다. 만약 음수인 고윳값이 3개라면 모순임을 보이자. 이 중 두 개를 선택하여 −a와
−b (a, b > 0)라 하고, 각각에 해당하는 고유벡터를 u = (u1, u2, u3)와 w = (w1, w2, w3) 로 나타내자.

만약 u1 = 0라면 Au = ADu = −au 인데, 앞서 (1)에서 A가 음수인 고윳값을 가지지 않음을 확인했으므로

모순이다. 따라서 u1 6= 0이고 마찬가지로 w1 6= 0이다.

이제, 일반성을 잃지 않고 u1 = w1 = 1라 가정하자. 그러면 임의의 t > 0에 대하여

(u + tv)†D(au + btv) = −(u + tv)†DAD(u + tv) < 0 (1)

이 성립한다. 이때, u1 = w2 = 1이라 가정했으므로 벡터 u− v의 첫번째 성분은 0이 되며, 이로부터

D(u− v) = u− v

이 성립함을 알 수 있다. 따라서, (1)에 t = −1를 대입하면

(u− v)†(au− bv) < 0 (2)

을 얻는다. 또한, (1)에 t = −ab를 대입하면

(u− a

b
v)†(au− av) < 0



을 얻는다. 마지막 식의 양변에 b
a를 곱한 뒤 (2)과 더하면 다음을 얻는다.

(a+ b)|u− v|2 < 0

이는 모순임이 자명하므로 증명이 끝난다.

8. 실수열 {an}n≥0은 a0 = 0, 100
101 < a100 < 1을 만족하고, 임의의 n ≥ 1에 대하여 다음이 성립한다.

2an − an−1 − an+1 ≤ 2(1− an)3

(1) 수열 bn = an − n
n+1은 n ≥ 100이면 bn ≤ bn+1을 만족함을 보여라.

(2) 급수

∞∑
n=1

an
n2
의 수렴, 발산을 판정하여라.

(풀이) (1) 실수열 {dj}j≥0와, j = 1, 2, . . .에 대하여 다음을 정의하자:

∂jd = dj − dj−1,

αjd = ∂jd− ∂j+1d = 2dj − dj−1 − dj+1.

우리는 증가수열 {bn = n/(n + 1)}n≥0과 감소함수 g(x) = 2(1 − x)3를 고려한다. 이 때, 임의의 j ≥ 1에

대하여

αjb =
2j

j + 1
− j − 1

j
− j + 1

j + 2
=

2

j(j + 1)(j + 2)
>

2

(j + 1)3
+

2

(j + 2)5
= g(bj) +

2

(j + 2)5

가 성립한다. 부등식 aM > bM을 만족하는 최소의 M ∈ [1, 100]을 잡으면,

c0, c1, . . . , cM−1 ≤ 0, cM > 0

를 만족한다. 이제, 모든 j ≥ M에 대하여 cj+1 ≥ cj이 성립함을 보이자. 어떤 j ≥ M 이 존재하여 cj > 0

이면서 cj−1 ≤ cj > cj+1이성립한다고 가정하자. 그러면, αjc > 0이고 αjb > g(bj) > 0이므로 다음을

얻는다.

0 < αjc = αja− αjb ≤ g(aj)− g(bj).

따라서 aj < bj이다. 이는 cj < 0임을 의미하므로 모순이고, 따라서 모든 j ≥ M에 대하여 cj+1 ≥ cj이

성립한다. 한편, M ≤ 100이므로 (1)이 성립한다.

(2) 문제 (1)의 풀이로부터, 임의의 j ≥M에 대하여 다음을 얻는다.

aj − bj = cj ≥ · · · ≥ cM > 0 ≥ cM−1.

또한 j ≥M이면
0 ≤ cj − cj−1 = ∂jc = ∂ja− ∂jb



이 성립한다. 임의의 j ≥ 1에 대하여 ∂jb > 0이고 bj > 0 임을 기억하자. 임의의 N > M에 대하여,

∂Mb < ∂Ma =

N−1∑
j=M

(∂ja− ∂j+1a) + ∂Na =

N−1∑
j=M

αja+ ∂Na ≤
N−1∑
j=M

g(aj) + ∂Na

<

N−1∑
j=M

g(bj) + ∂Na <

N−1∑
j=M

(
αjb−

2

(j + 2)5

)
+ ∂Na < ∂Mb+ ∂Na−

N+1∑
j=M+2

2

j5

이 성립하므로, 양변에서 ∂Mb를 소거하면

aN − aN−1 = ∂Na >

N+1∑
j=M+2

2

j5

이 성립한다. 이제, s =
∑∞
j=M+2 2/j5 ∈ (0,∞)으로 두면 어떤 N0 > M가 존재하여,

N0+1∑
j=M+2

2

j5
>
s

2

을 만족한다. 그러면 N ≥ N0인 모든 정수 N에 대하여 aN − aN−1 > s/2가 성립한다. 결론적으로 어떤

상수 C가 존재하여, 충분히 큰 모든 N에 대하여

aN >
N

2
s+ C

가 성립한다. 따라서, 주어진 급수는 급수
∑
N

1

N
과의 비교판정에 의하여, 발산함을 알 수 있다.


