
제 38회 대학생 수학경시대회 (제 1 분야 풀이)

1. 행렬 A =


2019 2020 2021

2020 2021 2022

2021 2022 2023

에 대하여 rank(A)를 구하여라.

(풀이) 우선

A =


2019 2019 2019

2020 2020 2020

2021 2021 2021

+


0 1 2

0 1 2

0 1 2


이고, 두 행렬의 계수(rank)는 모두 1이다. 따라서 행렬 A의 계수는 기껏해야 2이다. 한편, 행렬 A의 2 × 2

부분행렬의행렬식은 2019×2021−20202 6= 0이므로, A의계수는적어도 2이상이다.그러므로 rank(A) = 2

이다.

2. 행렬 A와 B가 다음과 같이 주어져 있다.

A =


2 1 0

1 2 0

0 0 3

 , B =


4 2 0

2 4 0

0 0 12


이 때, 입체 V = {x ∈ R3 : x ·Ax ≤ 1 < x ·Bx}의 부피를 구하여라.

(풀이) 먼저, 구하는 답은 1
3π이다. 이를 증명하기 위해 직교행렬(Orthogonal matrix) U를

U =


1√
2

−1√
2

0
1√
2

1√
2

0

0 0 1


로 정의하자. 이때, A와 B는 U를 이용하여 다음과 같이 동시에 대각화가 가능하다.

A = U


1 0 0

0 3 0

0 0 3

U−1 그리고 B = U


2 0 0

0 6 0

0 0 12

U−1 .

즉, 이 대각화에 맞추어 기저를 변환함에 따라 입체 V는 다음과 같이 이해할 수 있다.

V =
{
x = (x, y, z) ∈ R3 : x2 + 3y2 + 3z2 < 1 , 2x2 + 6y2 + 12z2 ≥ 1

}
.

따라서 V의 부피는 x2 + 3y2 + 3z2 < 1에 해당하는 입체의 부피에서 2x2 + 6y2 + 12z2 < 1에 해당하는

입체의 부피를 뺀 것으로 구할수 있다. 따라서 4
3π ·

1
3 −

4
3π ·

1
12 = 1

3π이다.

3. 영역 W = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, |z| ≤ 1}에서 두 벡터장 F와 G가 다음과 같이 주어져 있다.

F(x, y, z) = (sinxy, sin yz, 0), G(x, y, z) = (ex
2+y2+z2 , cosxz, 0)



다음 적분값을 구하여라. (단, curl(F) = ∇× F이다.)∫∫∫
W

(G · curl(F)− F · curl(G)) dV

(풀이1) 우선, div(F ×G) = G · curl(F) − F · curl(G)임에 주목하자. 발산(divergence) 정리를 이용하면

주어진 적분을 ∫∫∫
W

(G · curl(F)− F · curl(G))dV =

∫∫
∂W

((F×G) ·N)dS

로 적을 수 있다. 여기에서, N은 W의 접평면에서 바깥쪽으로 수직인 단위벡터이다. 계산을 통하여

F×G = (0, 0, sin(xy) cos(xz)− ex
2+y2+z2 sin(yz))

임을 확인할 수 있다. 한편, W는 실린더로서 옆면에서는 F×G와 N이 수직이므로 적분값이 0이고, 위면과

아래면에서의 적분은 함수 F×G가 y에 대하여 기함수란 사실로부터 적분값이 0임을 알 수 있다.

(풀이2) 직접 계산을 통해

G · curl(F) = −ye−x
2−y2−z2 cos(yz),

F · curl(G) = x sin(xy) sin(xz) + 2z sin(yz)ex
2+y2+z2

를 얻고, 이 두 함수가 모두 y에 대하여 기함수라는 사실을 이용하면 적분값이 0임을 얻을 수 있다.

4. 크기가 n× n인 유니타리(unitary) 행렬 A와 B에 대하여, |det(A+ 2B)| ≤ 3n임을 보여라.

(풀이1) 행렬 A와 B에 대하여, A∗ = At와 B∗ = Bt라 정의하자. 가정에 의하여, 두 행렬이 유니타리

행렬이므로

AA∗ = A∗A = BB∗ = B∗B = In

이 된다. 또한, (A∗)∗ = A임을 이용하면, (A∗B)(A∗B)∗ = (A∗B)(B∗(A∗)∗) = A∗(BB∗)A = In이므로

A∗B도 유니타리 행렬이 된다.

스펙트럴 정리(Spectral theorem)에 의하여 임의의 유니타리 행렬 U가 주어지면 QUQ−1가 대각행렬이

되는 가역행렬 Q가 존재한다. 또한, QUQ−1 = diag(λ1, . . . , λn)이라 쓰면, |λi| = 1을 만족한다. 따라서,

detU = det(QUQ−1) =

n∏
i=1

λi =⇒ |detU | = 1

이 성립한다. 이를 U = A에 적용하면, |det(A)| = 1을 얻는다.

또한, U = A∗B라 하면, Q(A∗B)Q−1 = diag(λ1, . . . , λn)가 되는 가역행렬 Q가 존재한다. 따라서,

Q(I + 2A∗B)Q−1 = I + 2(QA∗BQ−1) = diag(1 + 2λ1, . . . , 1 + 2λn)

을 얻는다. 이를 이용하면

det(Q(I + 2A∗B)A−1) = det(I + 2A∗B) =

n∏
i=1

(1 + 2λi)

를 얻을 수 있다. 이제 |1 + 2λi| ≤ 1 + 2|λi| = 3이므로 |det(I + 2A∗B∗)| ≤ 3n을 얻는다. 따라서

|det(A+ 2B)| = |det(A(I + 2A ∗B))| = |det(A)||det(I + 2A∗B)| ≤ 3n



이 성립한다.

(풀이2) 만일 A가 유니타리 행렬이면, 임의의 벡터 v에 대하여 ||Av|| = ||v||가 성립한다. 따라서, A+2B의

경우, 임의의 벡터 v에 대하여 삼각부등식을 적용하면

||(A+ 2B)v|| = ||(Av) + 2(Bv)|| ≤ ||Av||+ 2||Bv|| = 3||v||

를얻는다.즉,행렬 A+2B의임의의고유값 λi는그크기가 3보다작거나같다.따라서, A+2B의고유값을

각각 λ1, . . . , λn이라 하면

|det(A+ 2B)| =
n∏
i=1

|λi| ≤
n∏
i=1

3 = 3n

을 얻는다.

5. 수열 {an}n≥1은 다음과 같이 정의된다. (단, log는 자연로그이다.)

a1 = 1, an+1 = log
ean − 1

an

수열 {bn}n≥1은 bn =
∏n
i=1 ai으로 정의할 때, 급수

∑∞
n=1 bn의 값을 구하여라.

(풀이) 실수 x > 0일 때, 평균값 정리에 의해 ex−1
x = ey인 실수 y (0 < y < x)가 존재한다. 따라서, an은

단조감소 수열이고 0이상인 실수로 수렴한다. 이제 limn→∞ an = p라 놓자. ane
an+1 = ean − 1이므로, p는

pep = ep − 1을 만족한다. 함수 f(x) = ex − 1− xex라 정의하면, f(0) = 0이고 f ′(x) = −xex < 0 (x > 0)

이므로 p = 0이다. 또한, ane
an+1 = ean − 1이므로,

ea1 − 1 = a1e
a2 = a1 + a1(e

a2 − 1) = a1 + a1(a2e
a3) = a1 + a1a2 + a1a2(e

a3 − 1)

= a1 + a1a2 + a1a2a3 + a1a2a3(e
a4 − 1) = · · · =

n−1∑
i=1

bi + bne
an+1

이성립한다.한편, 0 < an ≤ a1 = 1이므로 0 < bn = a1 · · · an ≤ 1이성립한다.따라서, limn→∞ bne
an+1 = 0

이다. 그러므로, ea1 − 1 =
∑∞
n=1 bn이 성립하고 따라서, 주어진 급수의 값은 e− 1이다.

6. 적분 가능한 함수 f : [0,∞)→ [0,∞)가 다음을 만족한다.∫ ∞
0

f(x)2dx <∞,
∫ ∞
0

xf(x)dx <∞

다음 부등식을 증명하여라.(∫ ∞
0

f(x)dx

)3

≤ 8

(∫ ∞
0

f(x)2dx

)(∫ ∞
0

xf(x)dx

)

(풀이) 임의의 실수 R > 0에 대하여, 코시-슈바르츠 부등식을 이용하면∫ ∞
0

f(x)dx =

∫ R

0

f(x)dx+

∫ ∞
R

f(x)dx

≤

(∫ R

0

dx

)1/2(∫ R

0

f(x)2dx

)1/2

+
1

R

∫ ∞
R

xf(x)dx

≤ R1/2

(∫ ∞
0

f(x)2dx

)1/2

+
1

R

∫ ∞
0

xf(x)dx



를 얻는다. 이제 R1/2

(∫ ∞
0

f(x)2dx

)1/2

=
1

R

∫ ∞
0

xf(x)dx를 만족하는 실수 R을 선택하면,

∫ ∞
0

f(x)dx ≤ 2

(∫ ∞
0

f(x)2dx

)1/3(∫ ∞
0

xf(x)dx

)1/3

이 성립한다.

7. 실수 a와 정수 n (n ≥ 2)에 대하여 Sn(a)를 다음과 같이 정의하자.

Sn(a) = na
n−1∑
k=1

1

k2019(n− k)2019

수열 {Sn(a)}n≥2가 양의 실수로 수렴하는 a의 값을 모두 구하여라.

(풀이) 먼저 구하는 답은 a = 2019이다. 이를 증명하기 위해 b > 1에 대해 ζ(b)를 다음과 같이 정의하자.

ζ(b) =

∞∑
k=1

1

kb
<∞ .

이때, p > 1에 대해 xn을 다음과 같이 정의하자.

xn := np
n−1∑
k=1

1

kp(n− k)p
.

그러면 다음 식을 증명하기만 하면 충분하다.

lim
n→∞

xn = 2ζ(p) (1)

이를 증명한 후, p = 2019를 대입하고 보면, 원 문제에서 a < 2019인 경우에는 Sn(a)가 0으로 수렴하고,

a > 2019인 경우에는 Sn(a)가 무한대로 발산함 역시 확인할 수 있기 때문이다.

이제 (1)을 증명해보자. 임의의 α ∈ (1/p, 1)를 잡고 an, bn, cn을 다음과 같이 정의하자.

an = np
nα∑
k=1

1

kp(n− k)p

bn = np
n−1∑

k=n−nα

1

kp(n− k)p

cn = np
n−nα−1∑
k=nα+1

1

kp(n− k)p
.

이를 바탕으로 xn을

xn = an + bn + cn (2)

으로 분할할 수 있다. 이제, an, bn, cn을 나누어 분석하자.

먼저 an을 분석하기 위해, 임의의 k ∈ [1, nα]에 대해 다음이 성립함을 관찰하자.

(n− nα)p < (n− k)p < np .

따라서, 다음이 성립한다.
nα∑
k=1

1

kp
< an <

np

(n− nα)p
nα∑
k=1

1

kp
.



여기에 샌드위치 정리를 적용하면 다음을 확인할 수 있다.

lim
n→∞

an = ζ(p) . (3)

같은 방법으로 다음 역시 확인할 수 있다.

lim
n→∞

bn = ζ(p) . (4)

마지막으로 cn을 분석해보자. 이 경우 충분히 큰 모든 n과 임의의 k ∈ (nα, n − nα)에 대해 다음 식이

성립함은 쉽게 알 수 있다.

kp(n− k)p > (nα)p(n− nα)p > 1

2
np(α+1)

이로부터 다음과 같은 부등식을 얻는다.

cn ≤ np(n− 2nα)× 2

np(α+1)
<

2

nαp−1
.

이제 α ∈ (1/p, 1)이란 가정으로부터 αp− 1 > 0임을 알고 있으므로, 다음과 같은 결론을 내릴 수 있다.

lim
n→∞

cn = 0 . (5)

최종적으로 (3), (4), (5)를 (2)에 반영하면 (1)을 얻어 증명이 끝난다.

8. 크기가 n× n인 복소행렬들로 이루어진 복소벡터공간을 Mn(C)라고 하자. 선형사상 T :Mn(C)→Mn(C)
는 임의의 A ∈Mn(C)에 대하여 det(A) = det(T (A))를 만족한다.

(1) 행렬 T (A)가 영행렬이면, A가 영행렬임을 보여라.

(2) 임의의 A ∈Mn(C)에 대하여 rank(A) = rank(T (A))임을 보여라.

(풀이) (1) 행렬 A ∈ V에 대하여 φ(A) = O이라 하자. 그러면 임의의 행렬 X ∈ V에 대하여

det(A+X) = det(φ(A+X)) = det(φ(A) + φ(X)) = det(φ(X)) = det(X)

를 만족한다. 행렬 A 6= O이라 하자. 일반성을 잃지 않고 첫번째 열 벡터인 A1 6= 0이라 하자. 열 벡터 A1

을 포함하는 Rn의 기저를 A1, B2, . . . , Bn이라 하면 det(A1, B2, . . . , Bn) 6= 0이다. 이제 n × n 행렬 X를

X = (0, B2 −A2, . . . , Bn −An)이라 두면

det(A+X) = det(A1, B2, . . . , Bn) 6= 0, det(X) = det(0, B2 −A2, . . . , Bn −An) = 0

이므로 모순이다. 따라서 A = O이다.

(2) 우선, rank(A) = s, rank(φ(A)) = t라 두자. 그리고

A1 = U1AV1 =

(
Is 0

0 0

)
, A2 = U2φ(A)V2 =

(
It 0

0 0

)

를만족하는가역인행렬 Ui, Vj를잡자.또한 B = U−11 V −11 이라두자.그러면임의의복소수 x ∈ C에대하여

det(U1V1)
−1 det(In+xA1) = det(B+xA) = det(φ(B)+xdet(φ(A)) = det(U2V2)

−1 det(U2φ(B)V2+xA2)

를 만족하므로, x를 변수로 보고 x에 대한 차수를 비교하면 s ≤ t가 성립함을 확인할 수 있다. 마찬가지로

φ−1에 대하여 위 방법을 적용하면 t ≤ s를 얻을 수 있고, 따라서 s = t가 성립한다.


