
제 39회 대학생 수학 경시대회 (제 1 분야 풀이)

1. 다음 극한값을 구하여라.

lim
x→0

ex sin(x2)− x2

x3

(풀이) 지수함수 ex와 삼각함수 sin(x2)에 대한 원점에서의 테일러(Taylor) 급수를 구하면

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · , sin(x2) = x2 − x6

3!
+ · · ·

이다. 그러므로, 함수 ex sin(x2)의 테일러 급수는 다음과 같다.

ex sin(x2) = x2 + x3 +
x4

2
+ · · ·

따라서, 극한값을 구하면

lim
x→0

ex sin(x2)− x2

x3
= lim
x→0

x3 + x4

2 + · · ·
x3

= 1.

(별해) 로피탈의 정리에 의해 다음 식이 성립한다.

lim
x→0

sin(x2)− x2

x3
= lim
t→0

sin t− t
t3/2

= lim
t→0

cos t− 1
3
2 t

1
2

= lim
t→0

− sin t
3
4 t
−1/2 = 0.

그러므로 주어진 극한은

lim
x→0

ex sin(x2)− x2

x3
= lim
x→0

ex sin(x2)− sin(x2)

x3
+ lim
x→0

sin(x2)− x2

x3

= lim
x→0

ex − 1

x
· sin(x

2)

x2
= 1.

2. 양의 정수 n은 완전제곱수이고, 마지막 네 자리의 숫자가 모두 같다. 이때, n은 10000의 배수임을 보여라.

(풀이) 마지막 네 자리의 숫자를 a라 하자. 주어진 조건에 의하면, 양의 정수 m이 존재하여

n = m2 ≡ 1000a+ 100a+ 10a+ a = 1111 · a (mod 10000)

이 성립한다. 그러므로

−9n = −(3m)2 ≡ (1− 10000)a ≡ a (mod 10000)

이 된다. 따라서 a ≡ −(3m)2 (mod 16)이므로 가능한 a의 값은 (0 ≤ a ≤ 9로부터) 0, 7밖에 없다. 또한,

a ≡ −(3m)2 (mod 5)로부터 가능한 a의 값은 0, 1, 4, 6, 9뿐이다. 결론적으로 가능한 a의 값은 0밖에 없다.

정수 n = 10000인 경우, 완전제곱수이므로 a = 0이고 n은 10000의 배수이다.

3. 크기가 n× n이고 영행렬이 아닌 실대칭행렬 Z는 tr(Z) ≤ 0을 만족한다. 이때, 충분히 큰 모든 양의 정수

k에 대하여 다음 부등식이 성립함을 보여라. (단, In은 크기가 n× n인 단위 행렬이다.)

det

(
In +

1

k
Z

)
< 1



(풀이) 행렬식의 정의로부터

det

(
In +

1

k
Z

)
= 1 +

1

k

n∑
i=1

zii +
1

k2

∑
i<j

(ziizjj − z2ij) +O

(
1

k3

)

이성립함을알수있다.위에서 f(k) = O( 1
k3 )이라함은충분히큰모든 k에대하여 f(k) ≤ M

k3을만족하는

양수 M이 존재함을 의미한다. 가정으로부터

tr(Z) =

n∑
i=1

zii ≤ 0

이다. 만약 tr(Z) < 0이면 충분히 큰 모든 정수 k에 대하여 det
(
In + 1

kZ
)
< 1이 성립함을 알 수 있다.

이제 tr(Z) =
∑n
i=1 zii = 0이라 가정하자. 그러면

2
∑
i<j

(ziizjj − z2ij) =

(
n∑
i=1

zii

)2

−
n∑
i=1

z2ii − 2
∑
i<j

z2ij = −
n∑

i,j=1

z2ij < 0

이므로, 이 경우에도 역시 충분히 큰 모든 정수 k에 대하여 det
(
In + 1

kZ
)
< 1이 성립한다.

4. 다음 극한값을 구하여라.

lim
n→∞

∫ π
2

0

cos2 x

1 + cos2 nx
dx

(풀이) 구간 [0, π2 ]를 작은 n개의 구간 [0, π2n ], [
π
2n ,

2π
2n ], · · · , [

(k−1)π
2n , kπ2n ], · · · , [

(n−1)π
2n , nπ2n ]으로 나누자. 주

어진 적분값은 ∫ π/2

0

cos2 x

1 + cos2 nx
dx =

n∑
k=1

∫ πk
2n

π(k−1)
2n

cos2 x · 1

1 + cos2 nx
dx

=

n∑
k=1

cos2
πk

2n

∫ πk
2n

π(k−1)
2n

1

1 + cos2 nx
dx+

n∑
k=1

∫ πk
2n

π(k−1)
2n

(
cos2 x− cos2

πk

2n

)
1

1 + cos2 nx
dx

로 나누어 쓸 수 있다. 부등식 π(k−1)
2n ≤ x ≤ πk

2n를 만족하는 모든 실수 x에 대하여

0 ≤
(
cos2 x− cos2

πk

2n

)
1

1 + cos2 nx
≤ cos2

π(k − 1)

2n
− cos2

πk

2n

를 만족하므로 두 번째 항은

0 ≤
n∑
k=1

∫ πk
2n

π(k−1)
2n

(
cos2 x− cos2

πk

2n

)
1

1 + cos2 nx
dx ≤

n∑
k=1

(
cos2

π(k − 1)

2n
− cos2

πk

2n

)
· π
2n

=
π

2n

이 성립한다. 그러므로 극한값은 0이다.

첫 번째 항을 자세히 계산하면

n∑
k=1

cos2
(
πk

2n

)∫ πk
2n

π(k−1)
2n

1

1 + cos2 nx
dx =

n∑
k=1

cos2
(
πk

2n

)
· 1
n
·
∫ πk

2n

π(k−1)
2n

n

1 + cos2 nx
dx

=

n∑
k=1

cos2
(
πk

2n

)
· 1
n
·
∫ πk

2

π(k−1)
2

1

1 + cos2 x
dx

=

n∑
k=1

cos2
(
πk

2n

)
· 1
n
·
∫ π/2

0

1

1 + cos2 x
dx



가 성립한다. 위 식에서 limn→∞
∑n
k=1 cos

2
(
πk
2n

)
· 1n =

∫ 1

0
cos2

(
π
2x
)
dx이므로,

lim
n→∞

∫ π
2

0

cos2 x

1 + cos2 nx
dx =

∫ 1

0

cos2
(π
2
x
)
dx

∫ π
2

0

1

1 + cos2 x
dx

가 성립한다. 한편, ∫ π
2

0

1

1 + cos2 x
dx =

∫ π
2

0

sec2 x

sec2 x+ 1
dx

이 되고, u = tanx라 치환하면 du = sec2 xdx이고 위 적분은∫ ∞
0

du

u2 + 2
=

π

2
√
2

가 된다. 또한, ∫ 1

0

cos2
(π
2
x
)
dx =

∫ 1

0

(
1

2
cosπx+

1

2

)
dx =

1

2

이므로, 극한값은 π
4
√
2
이다.

5. 크기가 2020 × 2020인 행렬 A는 계수(rank)가 2이고, 모든 성분이 0 또는 1이다. 행렬 A의 성분을 모두

더한 값을 n(A)라 정의할 때, 가능한 n(A)의 값을 모두 구하여라.

(풀이) 분명히, 부등식 2 ≤ n(A) ≤ 20202− 1이 성립한다. 이제 이 부등식을 만족하는 모든 값이 가능함을

보이자. 다음 행렬은 

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

· · ·
0 0 0 · · · 0


계수가 2이고 n(A) = 2이다. 이 행렬과 마찬가지로, 세 번째 이후 행은 모두 0이고, 처음 두 행의 원소은

모두 0이거나 모두 1만 아니면 계수는 항상 2이다. 이러한 행렬 가운데 1이 가장 많은 행렬은

B0 =



1 1 1 · · · 1

0 1 1 · · · 1

0 0 0 · · · 0

· · ·
0 0 0 · · · 0


이며 n(B0) = 2 · 2020− 1이다. 행렬 B0 에서 첫 번째 열의 세 번째 행 이후 어느 행에 1이 있어도 계수는

항상 2이다. 이 과정에서 1이 가장 많은 행렬은

C0 =



1 1 1 · · · 1

0 1 1 · · · 1

1 0 0 · · · 0

· · ·
1 0 0 · · · 0





이며 n(C0) = 3 · 2020− 3이다. 아래 행렬 B1은 계수가 여전히 2이면서 n(B1) = n(C0) + 1을 만족한다.

B1 =



1 1 1 · · · 1

0 1 1 · · · 1

0 1 1 · · · 1

0 0 0 · · · 0

· · ·
0 0 0 · · · 0


, D =



1 1 1 · · · 1

0 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1

· · ·
1 1 1 · · · 1


행렬 B1에서 첫 번째 열의 세 번째 행 이후 어느 행에 1이 있어도 계수는 변함없이 2이다. 이제 이와 같은

작업을 계속 반복(전 과정에서 만들어지는 행렬의 2행 1열의 수는 항상 0으로 고정한다)하여 계수가 2

이면서 1의 갯수가 하나씩 늘어나는 행렬을 계속 만들어 갈 수 있으며, 마지막으로 행렬 D를 얻을 수 있다.

분명히, 행렬 D는 계수는 2이면서 n(D) = 20202 − 1이다.

6. 영역
D =

{
(x, y) ∈ R2 : |x− y| ≤ 2

3
, 0 ≤ x, y ≤ 1

}
에 대하여 다음 적분값을 구하여라. ∫∫

D
(1 + (x− y)3) dA

(풀이) 우선, 주어진 적분은∫∫
D
(1 + (x− y)3) dA =

∫∫
D
1 dA+

∫∫
D
(x− y)3 dA

으로 나누어 쓸 수 있다. 이변수 함수 f(x, y) = (x− y)3는 f(y, x) = −f(x, y)를 만족하고 영역 D는 직선
y = x에 대하여 대칭이므로 두 번째 적분값은 0이다. 첫 번째 적분 값은 영역 D의 넓이이므로 주어진
적분값은 8

9이다.

7. 두 번 미분가능한 함수 g : R→ (0,∞)가 주어져 있다. 이계도함수 g′′(x)가 모든 점에서 연속이고 g′(0) =

g′(1) = 0을 만족하면, 다음 부등식이 성립함을 보여라.∫ 1

0

g′(x)4

g(x)2
dx ≤ 9

∫ 1

0

g′′(x)2dx

(풀이) 분수함수의 미분에 의하여,
(

1
g(x)

)′
= − 1

g(x)2이므로, 주어진 부등식의 왼쪽 식은∫ 1

0

g′(x)4

g(x)2
dx =

∫ 1

0

(−g′(x))3 ·
(

1

g(x)

)′
dx

으로 쓸 수 있다. 부분적분과 절대 부등식 ab ≤ 1
2 (a

2 + b2)을 이용하면∫ 1

0

(−g′(x))3 ·
(

1

g(x)

)′
dx = 3

∫ 1

0

(g′(x))2

g(x)
· g′′(x)dx ≤ 1

2

∫ 1

0

g′(x)4

g(x)2
dx+

9

2

∫ 1

0

g′′(x)2dx

이 성립한다. 그러므로 주어진 부등식

1

2

∫ 1

0

g′(x)4

g(x)2
dx ≤ 9

2

∫ 1

0

g′′(x)2dx

가 성립한다.



8. 양의 실수열 {am,n}m≥0,n≥1이 모든 양의 정수 m,n에 대하여 다음 조건을 만족한다.

am+1,n × am−1,n+1 = am,n × am,n+1 − 1, a0,n = 1

양의 정수 m에 대하여 행렬 Bm = (bij)1≤i,j≤m을 다음과 같이 정의하자.

bij =


a1,i i = j,

1 |i− j| = 1,

0 그 밖의 모든 경우

이때, 모든 양의 정수 m에 대하여 am,1 = det(Bm)이 성립함을 보여라.

(풀이) 주어진 식과 주어진 식의 m에 m+ 1을 대입하여 얻어지는 다음 두 식을 생각하자.

am+1,nam−1,n+1 = am,nam,n+1 − 1, am+2,nam,n+1 = am+1,nam+1,n+1 − 1.

두 식의 차를 구하면

am+1,n(am−1,n+1 + am+1,n+1) = am,n+1(am,n + am+2,n)

이 되고, 양변을 am,n+1am+1,n으로 나누면

am,n + am+2,n

am+1,n
=
am−1,n+1 + am+1,n+1

am,n+1

이 된다. 위 식은 음이 아닌 모든 정수 m에 대하여 성립하므로, 이를 반복 적용하여 우변에서 수열 ap,q의

p의 값을 줄여 주면

am,n + am+2,n

am+1,n
=
a0,m+n + a2,m+n

a1,m+n

을 얻을 수 있다. 이 식에 n = 1을 대입하여 얻은 식과 주어진 점화식에 m = 1, n = m + 1을 대입하여

얻은 점화식 a2,m+1 = a1,m+1a1,m+2 − 1을 이용하면

am,1 + am+2,1

am+1,1
=
a0,m+1 + a2,m+1

a1,m+1
= a1,m+2

을 얻는다. 즉,

am+2,1 = a1,m+2am+1,1 − am,1

이 성립한다. 마지막으로 m에 대한 수학적 귀납법과 행렬식의 여인자전개를 적용하면 문제에서 주어진

행렬 Bm의 행렬식도 이 점화식을 만족하고

a1,1 = det(B1), a2,1 = a1,1a1,2 − 1 = det(B2)

이므로, 모든 양의 정수 m에 대하여 am,1 = det(Bm)이 성립한다.


